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HOJA 4. APLICACIONES LINEALES

Estudio delalinealidad
1) Estudie lalinealidad de las siguientes aplicaciones:

a f:R-R?, f(x)=(-3x2x) b) f:R>?->R, f(x,y)=xy

) fiR*>R, fxy)=(@x+y x—y x) d f:RP->R, f(xy)=@x+y1)

. p3 _f(a+b a
O fiR oMy (®), flabo=("" )

) f: Mpo(R)>S, f(A) =5 (A+A") , donde S ={A €My, (R); A=A}

9 fi: My (R) - S, f(A) = AA*
h) f:R*> - R?, f(x,y)=(xcosa —ysena, xsena+ycosa), donde0 <a <2m

2) En R® seconsideran los subespacios S = L ({(0,1,0), (1,1,0)}) y T =L ({(1,0,1) })

a) Expresecadavector (x,y,z) € R? como sumadeunvector x, ES y otro x, €T .
b) Dadalaaplicacion f:R®> — R3® definidapor f(x) = x, , de muestre que eslineal.
€) SiL esun subespacio vectorial de R® de dimension 2, ¢cudl esladimension de f(L)?

Matriz de una aplicacion lineal

3) SeaV un espacio vectorial dedimension 2 y B = {e; ,e,} unabasedeV. Sean f y g aplicaciones lineaes
de V en V definidas por |as ecuaciones:

{ f(e1) = —3e; +e; { gler) =e +e,
fle) =e; — e g(ey) = e

Encuentre | as ecuaciones matriciales que definen f, g, f°g, g°f.2f%—3g%.

4) Encuentre la matriz, respecto de las bases usuales en los correspondientes espacios vectoriales, de las
siguientes aplicaciones lineales:

8 f: My(R) = My (R), definidapor £(4) =4 ()

N 11y (11
b) g: Myus(R) = My (R), defln'daporg(A)=A(o 1)‘(0 1)A

©) h: P;(R) » P;(R), tdque h(1) =x%>+1, h(x) =x+2, h(x>)=x}—-x y h(x® =1

Ncleo e imagen de una aplicacion lineal

5) Sea f: R* - M,,,(R) laaplicacion definidapor f(a,b,c,d) = (cfd Ztll;) . Obtengala matriz de la
aplicacién lineal, suimagen y su nucleo.

2 0 -1
6) Sea f:R3® — R3 laaplicacion linel cuya matriz respecto de la base can(’)nicaeﬁ( 3 1 —1) . Encuentre
-1 1 1

unabase de Ker f y otrade Imf.
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y]_ = x1 + 2x3
PSP 3 4 ; Y2 = =X — X2 — X3
7) Sealaaplicacionlinea f: R° - R* deecuaciones _
y3 = ZXZ - SX3

Vs = X1 — X3

a) Hallelas ecuaciones paramétricas eimplicitasdeKer f e Imf.
b)SIT=L({(1,1,-1,0), (0,1,1,2)}), calcule las ecuaciones paramétricas e implicitas de f ~(T).

8) SeaV un espacio vectorial.

a Si f,g: V » V sonaplicacioneslineales, pruebe que Ker (g°f) = f~!(Ker g nImf).
b) Sea f:R3>— R3® definida por f(x,y,2) = (x+ 2z, x+ 3y, 3y —2z). Obtenga una base de
f1(Kerg nimf)

M onomor fismos, epimor fismos e isomor fismos

9) Averigiie s existe algiin homomorfismo f:R® —» R? cumpliendo las siguientes condiciones, y, en caso
afirmativo, analice si es monomorfismo, epimorfismo o isomorfismo:

a f(1,-1,0=(,1), f(0,-1,2) =(1,1), f(3,0,1) =(0,3).
b) f(1,-1,0)=(2,1) , f(0,-1,2) =(1,1), f(1,-2,2) =(-1,4), f(3,0,1) = (0, 3).
10) Sea f:R® - R® laaplicacion lineal cuya matriz respecto de la base canbnica {e;, e,, e;} de R3 es

1 3 2
<0 1 1) .Cdcule f(ey), f(ey), f(e3), f(e1 + 2e; —e3) . ¢EsT unisomorfismo?
2 =1 0

11) Paracadavalor del parémetro real k se considera f; : R® - R® e homomorfismo cuya matriz respecto a

1 0 1
labase canénica es (—1 k 0>.
2 -1 1
a) ¢Paraquévaloresde k es f; isomorfismo?
b) Halle f;1 (S), donde S =L({(2,1,—-1), (-3,2,1)})

Existenciay unicidad de aplicaciones lineales

12) Halleunaaplicacion linea f: R* — R® que cumplalas siguientes condiciones:
Ker f =L({(2,1,0,1), (0,1,3,00}) e Imf=L({(0,12), (1,1,0)})

13) Halleunaaplicacionlineal f: R® —» R® que cumplalas siguientes condiciones:
Ker f=L({(1,0,1), (1,1,-1)}) e Imf=L({(0,0,1})

14) Encuentre f:R® - R® linea que cumpla Ker f = {(x,y,z) € R®; x+z=0}, f(1,0,0) sea
proporciona a (0,0,1) ,y f°f =f .¢Esunica?
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15) SeaM € subespacio vectorial de M,,,(R) definido por M = { (a_+ab 621a+—22) ; a,b € R}

a) Construya f: M,,,(R) » R® tal que Ker f = M.
b) ¢Existe f: M,,,(R) - R?® queverifique a) y seasobreyectiva?

Ejercicios diver sos

6) Sea f:R* > R® unaaplicacionlineal dadapor f(a,b,c,d) = (c —d,b,a+ b).
a) Calcule lamatriz de la aplicacion con respecto alas bases candnicas de R* y de R3.

b) Calculelas ecuacionesimplicitasde Ker f y paramétricas de Im f, especificando una base de cada uno
de estos subespacios.

¢) Razones fesmonomorfismo, epimorfismo, isomorfismo.

17) Sean f:R3> - M,,(R) Yy g: My, (R) » R* lasaplicaciones definidas por:

f(x1.Xz,X3)=(X1x—2x2 xlx_ng) g(i‘l Z):(b—c,O,a+b,d)

a) Pruebeque f y g son aplicacioneslineales.

b) Halle las matrices asociadas af y g respecto de las bases usuales en los correspondientes espacios.
Calcule losrangos.

c) Obtengalosnucleoseimagenesde f y g.
d) Encuentre lamatriz de lacomposicién g ° f, surango, su nicleo y su imagen.

18) Seaf: M,y,(R) » R® laaplicacion lineal definida por f(‘cl Z) =(0, a+b, a+d).Sepide

a) Matriz de f respecto de las bases usuales en ambos espacios.
b) Base de Im fy un complementariode Im f en R3 .
c) Basede S = Ker f . Hale un subespacio T complementario de S en M,,,(R). Escriba la matriz

(é g) como suma de un vector de S y otro vector de T.
q (2 =2 /1 -1
) Compruebe que M; = (0 _2) y M, = (1 _1) forman unabase de S y halle las coordenadas de

_(2 -2 -
M; = (3 _2) respecto de dicha base.

e) Amplielabase{ M;, M, } aunabasede M,.,(R) deformaque lasdos primeras coordenadasde M,
M, y M; endichabase sean nulas.

f) Hale f~1(L ({(0, 3,4)})).

19) Se consideran los espacios vectoriales R® 'y  M,,,(R). En e espacio M,,,(R) se dan la base B =

{a, = ((1) ;) Ay = ((1) (1)) A; = ((1) (1)) 4, = ((1) (3)) } v el subespacio v = L({A;, 4, , A3)).

a) Estudie s f: M,,,(R) » R® definida por f(4;) = (—1,1,0) , f(4,) = (1,0,3) , f(435) = (0,0,1) ,
f(Ay) = (1,0,0).
b) Estudies g: V - R?® donde g(4,) = (-3,2,0), g(4;,) = (-1,0,1), g(43) = (1,1,0) puede ser un
homomorfismo.
c) Extienda la aplicacion g del apartado b) a un homomorfismo g": M,,,(R) —» R® ta que g'(4;) =

g(A),i=123y Ker(g) =L ({G (1))}
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20) Sea f:R® - R* unhomomorfismo que verifica:

Ker f = L({(1,1,1), (2,1,2),(0,1,0)})
Imf={(xyz2t)€ R®; x+2t=0, x+z+t=0, z+t=0}

a) ObtengaunabasedeKer f y extiéndalaaunabase B de R®.

b) ObtengaunabasedeIm f y extiéndalaaunabase B’ de R*.

c) Obtengalamatriz def respecto delasbasesB y B’ construida en los apartados anteriores.
d) Obtentalamatrizdef enlasbasescandnicasde R y R*.

Matriz del cambio de basey matriz asociada a una aplicacion lineal en distinta base

21) Obtengalas matrices del cambio de base de B; aB, paralas siguientes bases:

a B={e=(1,-1), e=G,D}, B, ={u; =(1,0), u, =(0,1)}
b) Bl={el=(100) ez—(O 10)e3—(001)}

22) Sea V un espacio vectorial sobre R de dimenmsion 3. Sean B = {ei, e, ,63} y B'={e;’, e, es} dos
bases relacionadas por las ecuaciones e; =2e; —e, —e;; e, = —e, ; e; = 2e, +e; . Encuentrelos
vectores de V que posean las mismas coordenadas respectode B y B'.

23) Sea f:R3® - R® laaplicacion linea que cumple:
f(1,1,1)=(1,1,0), f(-1,1,1) =(0,0,1) , f(-1,-2,1) =(0,0,0)

a) Obtengalamatriz de f respecto de labase canonica.
b) Obtengalamatrizde f respectodelabase B = {(1,1,1),(—1,1,1),(—1,-2,1)}.

24) Sea B ={e;, e,,e;} labasecanénicadeR® y f:R3 — R® definida, en funcién del parametroreal a,
por:
fle)+f(ex)=aes+(a+Dey,+e3, fle))+f(ez) = —eg+ae,+2e;, f(e3) = —e; +e3.

a) Hallelamatriz def respecto de B y calcule para qué valores del parametro aes f biyectiva

b) Seconsideran a =1 y € subespacio vectoriad W =L ({(1,1,0),(2,0,1)})
¢EsKer f ®@W =R3? ¢EsImf @ Ker f = R3? Cacule f7! (-2,-2,0).

) Paraa=2 seconsidera B = {u; =e; —e, u, = e3, u3 = 2e, + e3 }. Pruebe que B’ es base y
hallelamatrizde f respecto de B'.

25) Sea f:U =L({(1,1,1,0),(0,1,1,1),(1,0,0,1)} — V =L ({(0,0,0,1), (—1,1,—1,0)}) definidapor:
f(1) 1; 1!0) = (0!0;011)1 f(oy 11111) = (_111;_1; 1) ) f(llolol 1) = (010;010)
a) ObtengalasbasesdeU y V deformaque a colocar los vectores de dichas bases como filas de una
matriz se obtenga una forma escalonada
b) Escribalamatriz de f respecto de las bases obtenidas en el apartado a)
26) Sea f:R* - R* unendomorfismo tal que:
f(1,1,0,0) =(0,1,0,—-1), £(1,0,1,0)=(1,1,1,0) y Kerf=Imf.
Determine lamatriz asociadaa f en labase canénicade R*.
27) Sea f:R® — R® unaaplicacion lineal que verifica £(0,0,—1) = (2,-5,-3) y f(s) =3s paratodo
s € {s=(x,y,z) €ER?®; x+z=0}.Halelamatrizde f respecto de la base canénicade R> y

2x+4y+3z=0

-1 . .
f~(r),sendo r Iarectadeecuauon&s{ X+2y+2=0
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28) Dada la aplicacion f:R® — R* definida por la matriz A = _01 1 8 , calcule € valor del
1 -1 -1

pardmetro a € R paraque€ vector (1,a,—a,0) pertenezcaalaimagen de f. Obtenga f ! ( (1,0,0,0)).
En R3 se considera el subespacio vectorial U generado por labase B; = {(1,1,1), (1,1,0)} yen R* €
subespacio V generado por labase B, = {(1,0,0,—1), (1,1,1,—1), (2,0,—1,1)}. Obtengala matriz de
fiU -V laaplicacion f restringidaalos subespacios U y V, respecto de las bases dadas.

29) Sea f:R%® —» R3 unaaplicacionlinealy B = {e,, e,,e; } labase candnica. Sabiendo que se cumple:
dmKer f=2, e,— e, €EImf,f?>=f yquelamatrizde f respecto de B coindice con la matriz de f
respecto de B’ = {u, u,,uz}, sendo B’ la base de R? tal que u; =2e; —e, , u, = —e; + 2e, ,
uz =e; +e, + 2es,

a) Halelamatrizde f respecto de B.
b) ObtengalasecuacionesimplicitasdeKer f e Im f.

30) Sean Az(g 1),3:(; 8),0:(‘3* ;),Dz(g 2),S=L({A,B,C})y g:S > R3 ta que

9(4) =(0,1,0), g(B) =(1,0,1), g(C) =(1,1,1).

a) Calcule bases de Ker g e Im g. Calcule las ecuaciones de g respecto de las bases B; = {4,B,C} y
B, ={(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}, y respecto de las bases B; = {A, B, E = (_32 2)} y B, =
{(0,1,0), (1,0,1), (1,0,0)}

b) Estudie si existe algin homomorfismo f: S —» R® verificando f(4) = (0,1,0), f(B) = (1,0,1),
f(O) =(,11), f(D) =(0,1,2).
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